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复数域内的最小二乘法
`

谷湘潜 康红 文 曹鸿兴
中国气象科学研究院灾害天气国家重点实验室

,
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摘要 把经典的最小 二乘法推广到复数域 内
,

形 成所谓的复最小 二 乘法
,

公 式推导和实际计算表

明复数域 内的最小二乘法有别于实数最小二 乘法
; 把复数序列中的实部和虚部分开来计算得不 到所

希望的最小二乘估计
,

因而是不合适的 ;
简单的汛期预报模型及其预报试验也表 明了应用复最小二

乘法的优势
; 目前国内外的文献都未见到有关的研 究

,

显示 复最小二 乘法具有数学方法 上的原始创

新价值和意义
.

这一方法的实现对复数域内的统计分析预报方法的研究可 以起到很好的促进作用
.

关键词 复最小二乘法 F ou ier
r
变换 汛期预报

经典的最小二乘法在气象统计中有着极为广泛

的应用 l[ ’ 〕
,

实际应用 中
,

在统 计分析预报方 程
,

甚至是数学物理方程的一些系数阁
,

大都是需要最

小二乘法来估计计算的
,

可以说最小二乘法是从事

科学研究的有效工具
,

但 目前的计算都是针对实数

域内的
,

在复数域 内的最小二乘法却未见到
.

一些

统计方法也被推广到复数域 内
,

从而使该方法富有

新的意义
,

比如传统 的 E O F 分离出来 的仅是空间

驻波 振 动 分 布 结 构
,

而 复 经 验 正 交 函数 分 解

( C E O )F 能够分离气候变量场空间尺度行波分布结

构以及位相变化比
’ 。〕

,

这一特殊功效为气候场 的诊

断研究提供更为有效的工具
,

从而得到比原方法更

多的信息
.

显然把极为重要的最小二乘法的推广到

复数域内也应当具有同样 的价值和意义
.

复数的形式在大气科学领域 中不 少
,

如全球谱

模式中的球偕系数为复数
.

在文献 [ 1 1〕中我们用到

了复最小二乘法去 解决 如何确 定复 自忆 系数 的问

题
,

为建立全球 自忆谱模式奠定了基础
.

本文试 图

把它作为一种方法提炼出来
,

并应用一个 简单的例

子说明复最小二乘法和 实数 中的最 小二乘法 的 区

别
,

并以此为基 础建立 了一个 简单 的汛 期预 报模

型
,

对 比分析展示了应用复数最小二乘法 的优势和

良好前景
.

1 数学推导

设有因变量 y 与 p 个 自变量 x , ,
x Z ,

…
,

x , ,

它们都是经过距平化后 的复数
,

设复线性相关模

型

y 一 汤 x ,
十尽 x Z

+ … + 风x ,
+ 。 ,

l( )

其中 肠
,

风
,

一风 为复系数
, 它

为复数误差项
.

如何

用一组样本来确定复系数 尽
,

尽
,

…凡 的估计
,

就

是我们要解决的问题
.

为研究 y 与 x , ,
x Z ,

… x ,

之 间的关 系
,

也就

是确定复系数 风
,

风
,

…凡
,

作
n 次采样

,

则 因变

量 y 的样本为

y l ,
y Z , 二

’ ,
y

,

而第 艺次采样的自变量为

x n ,
x iZ ,

…
,
x 叻 ( i = 1

,

2
,

…
, n )

在线性假定 ( 1) 下
,

有如下方程组
:

-

一
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-
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十几 x , ,
+ el

十风x Z户
十 e Z _ 、

,
欠乙少

十十~ 汤 x , ,
十风x lZ

~ 澳 x 2 1
十尽x 二

一 肠工
。 1
十尽 x

o Z

+ + 几 x , + en

写成矩阵形式

b , ,

b。
, ,

二 ,

b ,

都是复数
,

不能如实数领域内一样

由 ( 5 )式直接求出
.

将 ( 4) 式写成矢量形式
:

Q 一 ( v 一全)
T

( y 一夕)

= (Y 一 叉刀 )
T
一 (Y 一 X B )

= (Y
T
一 B T

XT ) (乎一灭万)
,

( 6 )

1勺̀月yyyl

…
es

Y ~ X声+ e ( 3 )

其中

其中 Y
,

月
, e 为复变量

,

分别为 ( )
T

表示转置
,

O 表示共扼
.

这样 ( 5) 式可以写为

刃
_ 八

丁气二万 — U

d万

b* = b丈十 b言I
,

( k

b *
一 b笼一 b宕I

,

( 7 )

~ 1
,

2
,

…
,

P )
,

( 8 )令则

}
y l

} }登}
】y 2 1 _ {户2 1

一 J
:

J
” 一

J
一

: J
’ “ -

Ly
, J 女尸户 J

X 为复因子矩阵
,

{
工 ” ` ’ 2 ”

’

` ”

` 一

}育
` “

;
“ ’

…
’

节
’

况 为实部
,

时 为虚部
,

欠
,

况 均为实变量
,

I表示复

数单元
,

满足下列关系式
:

今ó
了二了̀

el灼…en
了

!11
.

lll
es

.

es
.

es
月

x 耐 x 戒
’ ` .

￡助

一 (一 I )
2
~ 一 I

一 丫二 r

一 I 一一 v
仁 ,丁

其中元素 夕
: ,

尽
, e : ,

x 。 ( i = 1
,

2
,

…
, n ,

j 一 1
,

2
,

…
,

)P 均为复数
.

复系数的估计值 b , ,

b : ,

…
,

b ,

的确定应使全部的

拟合值 夕与实际值 y 诬

之差的模 的平方和最小
,

即满

足

这样对 b 的求导
,

便可转化为分别对实部 叮 及虚部

叮 的求导
.

为此把 Q 的每一项逐项具体写出
:

一 习引:
,

一 夕} )
2

( 4 )

Q 一习「( y
*
一 艺瓦

x 。 ) (夕
,
一 习 )瓦、

。
) ]

为最小
.

实际
_

上 Q 是 lb

小值一定存在
,

一习以 , *
一 , 、

另瓦几 一 又习瓦
二 。

+

b : ,

…
,

b ,

的非负二次项
,

所 以最

根据微分学中极值原理
,

有

P P

习瓦
x 。

一习 { , 沙
`

艺瓦二
。
]

一 :
,

习 [ (付 一句`)几 〕一

( 5 )
夕

,

习 [讨 + 句 l) x 。

〕+

习 [ ( 。贡+ 。犷̀ ) x
。

〕艺 [ (。丁一 。了I )厉。〕}

汉一ab厌一ab…汉一ab

( 9 )

这样计算确定复系数肠
,

风
,

…
,

几 的估计 b ,

…
,

b ,

的方法就是本文用到的复最小二乘法
.

,

b
: ,

由于
Q 对实部 鱿 求偏导

:
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一 习 { [一 丛 , 二
一 又 x ,

〕+ x 二

习仁(付一
将 ( 1 2 )一 ( 1 3 ) 式合并整理得了几一

,

白产C一a

b犷I )二。 〕+ 、 习仁( b , + b罗̀ ) x 。 〕 }
J二 I

习 (丛几 ),

一 艺 {〔一 , 河
二
一卿

*

」+ 习仁州
x、

。 十
云= 1 少= 1

习 [ (占萝+ b罗I )艺 (二
, x 。 )」一

j = 1 , ~ 1

( k = 1
,

2
,

…
,

P )
.

( 1 4 )

将 ( 8 )式代入 ( 1 4 )式
,

厉诀不 。 ) ] +

一 O
,

习阶 (几 x 、 一 、 、 。

)jI }

( k = 工
,

2
,

…
,

P ) ( 1 0 )

习叭 艺 (、 x 。 ) 〕 一
J ~ 飞 屯~ 1

( k 一 1
,

2
,

…
,

P )
.

( 1 5 )

同理
,

Q 对虚部 时 求偏导
:

将 ( 1 5 )式写成矩阵形式

霎
一

壑班一 、
·

〕̀ 十 X · `

熟
、 -

叉
T X B 一 叉

T Y ( 1 5 )

bI] 》几 〕一 二 ; I习〔:b( 十 b7I ) x 。 〕} 或者

一习肠几 贴
`

〕I 十 I习阶 x(
,

几
B 一 (叉

T
X )

一 `
叉

T Y ( 1 7 )

二 ` 杯 。 ) 〕一 I艺仁句 (二
; x 。 十 x , 二。 )」}I

少一 1

= O ,

( )
一 `
表示对距阵求逆

.

对照传统的线性最小二乘法的估计公式阁
:

B = (XT X )
一 `

XT 一 Y ( 1 8 )

k( 一 1
,

2
,

…
,

P ) ( 1 1 )

公式 ( 17) 的惟一不同是在矩阵 X 多了共扼运算
.

( 10 )式移项整理得

习 {城习 ( x 、
。 + 、 二 。 ,」卜

`习 {砚 X (、 二 。 一 x、 。 ,〕}
丈= l : = l

二 艺 {以二 ;
十 又 x ;

〕 }
.

( k = 1
,

2
,

…
,

P )
.

( 1 2 )

( 1 1) 式移项整理得

戈{b;仁全
( X杯

。 一 二 , 工 。 )升-

夕声 l 乞= 1

I

全{、 [全
( 、 工 。 十 X ` 二。 )引

」 = 1 2 ~ 1

2 应用举例

2
.

1 简单例子

过去在复数的统计计算时
,

往往 把实部和虚部

分离对待
,

这样不但存在数学上的问题
,

实际效果

也不理想
.

这里用一个简单的例子说明实数域 内和

复数域 内的最小二乘法存在的不同点
:

存 在一 个 复数 序列 x `
一 ( 1

,

3 )
,

( 3
,

一 2)
,

( 2
,

1 )
,

( 7
,

一 2 )
,

( 2
,

7 )
,

( 1
,

5 )
,

( 9
,

9 )
,

( 1 5
,

一 3 )
,

( 3
,

1 5 )
,

( 一 2
,

一 2 )
,

( 一 2
,

一 2 )
,

( 1 1
,

7 )
,

( 2
,

5 )
,

( 一 1
,

一 2 )
,

( 14
,

7 )
,

( 2
,

1 )
,

( 7
,

2 )
,

( 3
,

一 2 )
,

( 9
, 3 )

,

( 7
,

l )
,

i = 1
,

2
,

…
,

N

( N 一 20 )
,

求出这一复数序列的自回归方程 8j[
:

艺 { [一 势二
汤
十 夕二

`

〕}

~ 1
,

2
,

…
,

P )
.

( 1 3 )
x ;
一 B

。
+ 习 B , x * , ,

( k 一 户
,

, + 1
,

… N )

( k ( 19 )
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取 P 一 3
,

把 实部 和虚 部分 开 采用 实最 小 二乘 法

( 18)
,

可 以得到 B 的估计
:

q
,
,
~ a 壳 艺 十久

,
` I

,

( k 一 1
,

2
,

…
,

N )
.

( 2 1 )

{
方。

} !
9

·

2 4 十 。
·

。 3 ,

} b
,
} }一 0

.

2 0 + 0
.

0 3 1
方 一 } { = }

}
“ 2

{ }
一 。

·

` 3 一 。
.

0 7 ,

〔b
:
! L一 0

.

艺吕一 0
.

4 6 1

如果使用复最小 二乘 法 ( 1 7 )
,

也可 以得 到 B 的估

计
:

jR
,

表示 16 0 站 的降水距平百分率
,

这样空间

的降水距平 百分率转 化离散 的 F o盯 ie r 空 间表示
,

每一年 1 60 站 的降水距平百分率转化为 1 60 个复数

序列
,

每一个复数表示不同的波数
,

同一波数的不

同年份组成时间序列
.

亦即利用历史 资料求 出 C
走

.

, ,

把每一分量 C *
, `
排成时间序列构成复数序列

,

采用

自回归方程
:

.

8 0 + 5
.

2 2 1

.

12 一 0
.

2 5 1

.

1 8 一 0
.

0 2 1

,

3 6 十 0
.

14 1

c 龙
,

, 卜:
一 凡 + 艺尽

。 *
,
,
一

ljt
.

( 2 2 )

应用上面推得的公式 ( 1 7) 确定系数 jB (j 一 0
,

l
,

…
,

P )后
,

代人 (2 2) 式 计算得到 下一年 l( 十 1 )) 的

F o ur ie r 系数 q
,

、 ,
一 “ 、 ,

+l1 + b̂,
l+ ,

I 的预报
,

再 应用

( 20 )式就可得到下一年空间站点的降水距平百分率预

报
.

经过实际计算取 P一 3 或 2 为较好
,

这里取为 .3

我们对 19 8 0一 2 0 0 4 年
,

共 25 年进行了后预报试

验
,

对预报结果计算它们的距平相关系数 A C C
、

国

家气候中心预测室评分 P c 、

以及均方根误差检验等
,

为了说明采用复最小二乘法的效果
,

这里分别计算采

用单站自回归 (方法 2 )
,

实部和虚部分别应用最小二

乘法 (方法 3) 以及持续性预报 (方法 4)
.

表 l 列 出每

年各种方法预报的 A (C 二检验
.

表 2 给出不同评分的

多年平均
.

方法 1 就是为上面使用到的 3 阶复自回归

法
.

ō了门é门自

一一

一

岛自热从

一一B

显然两者是不同的
,

为了更进一步说明复数二乘法

的正确性
,

计算两者的模拟和实况的之间模的平方

和
,

也即误差平方和
.

实部和虚部分开采用实最小

二乘 法 的模拟 和实 况 的之 间模 的平 方和 为 Q
:

一

11
.

12 ;

使用复最小二乘法后
,

模拟和实况的之间模

的平方和为 Q
卜
一 6

.

2 1
,

显然
,

采用复最小 二乘法
,

误差平方和比较小
,

两者之间几乎相差 2 倍
,

也说

明 了对复数序列
,

如果采用把实部和虚部分开采用

实最小二乘法来分别计算是不能取得最小 的
,

因而

也是不妥的
.

2
.

2 汛期降水预报模型

为了进一步说明复最小二乘法的实际应用
,

这

里再举一个例子
,

使用复 自回归法制作全国 16 。 站

的汛期降水预报
,

具体方法如下
.

把每年的降水距平百分率作一维离散 oF ur ie r

展

开
「’ “ ·

川 :

表 l 各种方法 A C C 评分的对比

预报年份 方法 1 方法 2 方法 3

0 0 ] 7 一 0
.

] 0 9 一 0
.

0 39

方法 4

一 ( )
一

1 64

月

1
, .卫厂口Q白110一 0

.

1 92

0 1 ] 9

一 0
.

2 8 7

()
.

( ) 34

月口ù口O口9曰乃é1

R j
,
/
一

卖[
一

,
Z

二p

(
`

知)」
0 0 3 6 一 0

.

2 4 6 一 0
.

16 3 ( )
.

]理7

0
.

0 8 6 一 0
.

0 9 2 0
.

0 0 5 一 0 0 35

( 2 0 ) } 9 8 5

1 9 86

0
.

1 8 7 0 1 3 0 0
.

11 3 ( ) 0 38

0
.

0 67 一 0
.

0 60 一 0
.

0 5 6 0
.

32 盏

其 中 二 p

(
`

知)一 (知)
十 ` · ·̀

(知)〕
,

一 0
.

0 0 5 一 0
.

13 9 0 06 0 0
.

( ) 58

0 1 6 6 一 0
.

0 7 7 一 0 02 7 一 O
、

0 17

丫二万表示复数单元
.

J 一 1
,

2 ~
. ,

N 表示站 19 89

号
,

k 表 示 波 数
,

Z 表 示 年 份 1 9 5 1
,

1 9 5 2
,

c 、 ,

为复数
,

0 5 7

1 2 2

一 0
.

0 5 5 0 07 6 一 0
.

0 7 1

0
.

2 1 5 0
.

00 1 一 ()
.

0 5 1
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预报年份 方法 1 方法 2 方法 3

4
,、ù
2

t

00nU

10住
切口代

20 0 4

平均

0
.

0 66

0
.

0 4 7

一 0
.

0 6 6

一 0
.

1 6 3

0
.

0 7 2

白
.

3 4 2

一白
.

1 64

0 2 79

一 0
.

12 4

一 0
.

0 6 6

一 p
.

1 2 8

一灼
.

0 6 2

口
.

0 0 2

0
.

0 72

心
.

0 52

0 0 6 3

0
.

14 0

一 0
.

34 9

0
.

05 3

一 0
.

17 4

一 0
.

1 52

一 0
.

0 40

一 0
.

2 00

一 0
.

0 6 0

一 0 12 5

0
.

2 9 4

一 0
.

0 5 2

0
.

00 1

0 0 5 9

一 0
.

0 5 1

0
.

0 8 5

0
.

0 3 4

0
.

0 2 3

0
.

1 10

一 0 0 09

0
.

0 9 1

一 0
.

0 7 8

0
.

1 8 2

一 0
.

16 1

0
.

0 0 2

一 0
.

0 8 1

一 0
.

0 0 2

0
.

0 3 1

0
.

0 3 6

0 0 1 6

续表

方法 4

一 0
.

05 1

一 0
.

14 0

0
.

0 14

一 0
.

0 38

0
.

2 53

0
.

0 7 3

一 0
.

2 1 9

一 0 23 3

0
.

06 9

一 0
.

10 9

一 0 1 18

0
.

1 3 9

一 0
.

1 8 9

0
.

18 0

一 0
.

0 16

由于 A C C 是 国际通用 的场预报评分
,

这里绘出

方法 1 的 A C 〔: 评分随时间的演变图
,

从图 1 可见
,

方法 1 的预报 表现具有很 大的 阶段 性
,

如 19 80 一

1 9 9 2年的 A (尤 评分比较稳定
,

几乎都是正值
,

也就

是具有很高的技巧
,

平均可以达到 o
.

n
,

以后预报

变得不稳定
,

尽管如此
,

1 9 9 6 年和 1 9 9 8 年得到了高

的 A C C 评分 0
.

342 和 0
.

2 9 7
.

这显然与我国的降水周

期突变有关
,

如果能结合一下其他周期性分析的方

法
,

比如小波分析或波谱分析
,

使方程 ( 2 2 ) 的阶数 尸

随预报时间改变
,

效果可能会更好些
.
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表 2 各种方法的 A C C
,
P c ,

R M S E 的多年平均

一 0
.

1

一 0
.

2

一 0
.

3

一 0 4

19 8 0 19 8 5 19 9 0 19 9 5 20 0 0

预报年份

A C C 平均

P c 评分 /%

R M S E /mm

方法 1

0 0 52

方法 2

一 0
.

0 5 1

方法 3

0
.

0 16

方法 4

一 0
.

0 1 6

年份

;;
`

:: ::
`

:;
7 0 7 1

3 ,
.

Ub ::
.

:)
图 1 方法 1 的 A C C 系数随时间的变化 曲线

从表 1和表 2可以看出
,

方法 1 的预报效果最稳

定
,

19 8。一乌0 04 年的 25 年中有 17 年的 A
CC 为正值

,

最好的年份是 1 9 96 年
,

ACC 达到了 0
.

34 2
,

其他方

法的最好年份都低于这一水平
,

特别是方法 2 的效果

很不稳定
.

从 25 年的平均来看
,

以基于复最小二乘

法的自回归预报
,

距平相关系数达到 。
.

0 52
,

大于多

年业务水平叭〕 A C C一 0
.

03
.

P c 评分达到 73
.

可见无

论是距平相关系数还是 P c 评分来看
,

虽然复 自回归

法的预报效果仍不足以达到汛期预报的满意程度
,

但

比其他 3 种方法都要有优势
.

方法 2 只是简单的对单

站使用 3 阶的自回归预报
,

从 A
CC 评分来看

,

效果

最差 ; 方法 3 进行了实数序列到复数的转换
,

但是求

自回归系数采用的是实部和虚部分开的方法
,

正如

2
.

1 中所述 , 这样不能得到 自回归系统的最小二乘法

估计
,

但仍然显示了一定的预报技巧
,

A C ( ! 可以达

到 0
.

0 16
,

与方法 1 有较大的差距 ; P c 评分和 RM S E

也基本反映了这种情况
.

持续性预报 (方法 4) 以前我

们认为有一定的技巧 巨̀ 6习
,

这可能表现在不 同的时段

上
,

这里 25 年持续性预报平均来说几乎没有技巧
,

这可能与中国气候变化的阶段性有关 v1[ 〕
.

为什么使用复最小二乘法 的方法具有这样的优

势
,

可以从两个方面来分析原因
:

其一把 16 0 站的降

水距平百分率转化为复数序列
,

实现了从实空间转换

到 F o ur ie r 空间
,

F o ur i er 系数表征的是整个物理场的

特征
,

即位相和振幅
,

从而分离出比实空间更多的信

息
,

这与其他复数的统计分析方法川是一致的
,

这一

步也是采用复最小二乘法的出发点 ;
其二

,

由于采用

复最小二乘法计算公式采用从而得到了具有实际意义

的
“

最小估计
” ,

因而模拟和预报效果 当然就要优于

单独采用 实最小二乘法 计算得 到的
.

因此要 对像

F ou ir e r 系数这样的复数时间序列进行分析研究
,

复

最小二乘法不失为一种行之有效的方法
.

当然方法 1 仍有许多改进之处
,

如采用聚类分

析的方法把 16 0 站重新排列来代替简单排列
,

其预

报效果应当更好些
.

气象 中广为使用的球谐系数就

是复数形式
,

在大气 自忆谱模式 的设计 ll[
, `习中

,

我

们采用了复最小二乘方来确定复记忆系数
,

取得 了

较好的效果
.

本文 的目的是推导出复最小二乘法公

式
,

并说明其应用方法
,

因此对更为深人的具体应

用不作过多深究
.
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本文得到的复最小二乘法是经典的最小二乘法

在复数域 内的推广
,

是处 理复数序列 的有效方法
,

以此为基础就可以把许多统计学中的方法推广在复

数域内
,

形成复数域内的特有统计方法
,

如复 自回

归方程
,

复均生 函数等
.

总结起来
,

本文有以 下几

点主要结论
:

( 1) 把传统的最小二乘法推广为复数域 内的最

小二乘法
,

在数学方法方面有原始创新的意义和价

值
,

以此为基础可以形成具有复数特征的统计分析

和预报方法
.

( 2) 应用实例表明从实空间到 F o ur ie r 空间的转

换
,

可以得到比实空间更多的信息
,

这是进行复最

小二乘法的基础
.

( 3) 实际计算也表明
,

对复数采用实部和虚部

分别计算处理
,

得不到所需要 的最小二乘估计
,

因

而也是不妥的
.

使用复最小二乘法 的 自回归预报
,

模拟和预报效果的都要好于其他的方法
,

可见开展

复数域内的统计预报方法的研究是有前途的
,

而复

最小二乘法则是可以利用的有效工具
.

4 曹鸿兴
.

局地天气预报 的数据分析方法
.

北京
:

气象出 版社
,

1 98 3 , 1 3 3一 1 3 8

5 H
a s s e

lm
a n n k

,
B

a r n e
f ff T P

.

T e e
h n iq u e s o f t i n e a r p r e d o e a t i o n

fo r s y s t e n w i t h p e r i o d i c s t a t i s t i e s
.

J A t nr o s S e i
, l , 8 1 , 38 :

2 27 5一2 2 8 3

6 安鸿志
,

顾 岚
.

统计模型 与预 报方法
.

北 京
:

气象出版 社
,

1 98 6 , 2 2一 3 6

7 盛 聚
,

谢式 千
,

潘承毅
.

概率论与数理统计 (第二 版 )
.

北京
:

高等教育出版社
,

19 9 5
,

2 7 9 一 2 9 0 ,

4 0 3

8 郭秉荣
,

史久恩
,

丑纪范
.

使用多 时刻历史资料的动力
一

统计长

期天气数值预报模 式
.

第二 次全 国数值 天气预 报会议论 文 集
.

北京
:

科学出版社
,

1 98 0 ,

1 1 5一 12 6

9 魏凤英
.

现在气候统计诊断 预 测 技术
.

北 京
:

气象 出 版 社
,

1 9 9 9 , 1 3 4一 14 0

1 0 L I W
,

Y u R
,

L i u H e t a l
.

I m o a e t s o f d i u r n a l e v e l c o f S S T o n t h e

I n t r a

e i f l e

( 5 )
:

S e a S C

、勺 a f n l

a l
v a r i a t i o n o f s u r f a e e h e a t f lu x o v e r t h e w e s t e r n

p o o l
.

A d v a n e e s i n A t m o s p h
e r i e S e i e n e e s

,

20 0 1
,

P a -

l 8

79 3一 8 0 6

参 考 文 献

M o r r i s o n D F
.

A p p l i e d L i n e a r tS a t x s t i e a
l M e t h o d

s .

N e w J e r s e y :

P r e n t l e合H a l l I n e
.

1 9 8 3
,

22 8一 2 5 4

黄嘉佑
.

气象统计分析与预报方法
.

北京
:

气象 出版社
,

19 90
,

5 1一 5 9

么枕生
.

气候统计学基础
.

北京
:

科学出版社
,

19 84
,

1 91 一 19 9

谷湘潜
.

一个基 于大气自忆原理的谱模式
.

科学通报
, 1 9 98 ,

43

( 9 )
: 9 0 9一 9 1 7

曹鸿兴
,

谷湘潜
.

自忆谱模式 对 中期 环流 预报 的改进
.

自然科

学进展
,

2 0 0 1 , 1 1 ( 3 )
: 3 0 8一 3 1 3

李庆扬
,

王能超
,

易大 义
.

数值分析
.

武 汉
:

华 中工 学 院 出版

社
,

1 9 8 2
,

10 5一 1 0 7

徐士良
.

C 常用算 法程序集 (第二版 )
.

北京
:

清华大 学 出版 社
,

1 9 9 6 , 2 6 6一 2 7 0

陈桂英
,

赵振国
,

短期气候预测评估 方法 和业务初估
.

应 用气

象学报
,

19 9 8
,

9 ( 2 )
:

1 7 8一 18 5

曹鸿兴
,

谷湘潜
.

一种集成技术 最优 调和 法
.

气象
, 1 9 9 9 ,

12 5 ,

( 5 )
: 3一 6

章基嘉
,

葛 玲
.

长期预 报 基 础
.

北 京
:

气象 出版 社
,

19 8 3
,

2 1 0一 2 1 3


